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Ortogonalita signalov

* Aky je rozdiel medzi informaciou a spravou?



Ortogonalita signalov

* AKky je rozdiel medzi spojitym a kvantovanym signalom?



Ortogonalita signalov

e Aké harmonické funkcie pozname?



Ortogonalita signalov

* Aky je vztah medzi periddou a frekvenciou a uhlovou frekvenciou?
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Ortogonalita signalov

* UZvieme, Ze deterministické signaly vieme jednoznacne popisat pomocou matematického predpisu.
* Problém: matematické vyjadrenie mo6ze byt aj velmi zlozité a moze byt komplikované s takym signalom
(matematicky) pracovat.

* Tiez vieme, ze nahodné signaly popisujeme Statisticky, ale jednoduchy matematicky predpis nepozname.
* Problém: je velmi ndro¢né (nemozné) matematicky tento signal analyzovat.

Vsetky signaly vsak dokaZzeme matematicky aproximovat (popisat priblizne) pomocou vhodného setu
ortogonalnych funkcii.



Ortogonalita signalov
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Vsetky signaly vsak dokaZzeme matematicky aproximovat (popisat priblizne) pomocou vhodného setu
ortogonalnych funkcii.
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Ortogonalita signdlov

FO = ) a¥(©
k

Y, je k-ta ortogonalna funckia z danej bazy

ay je k-ty rozkladovy koeficient, ktory urcuje velkost amplitudy danej bazovej funkcie.

Cim je bazovych funkcii viac, tym je aproximdacia signalu lepsia.

Ortogonalne bazy (Harmonické a Haarové funkcie)




Ortogonalita signalov

* Majme pravouhly periodicky signal.

FO = ) a¥(©

1

.....

k 0.5
Y, je k-ta ortogonalna funckia z danej bazy 8
a, je k-ty rozkladovy koeficient, ktory urcuje s
velkost amplitudy danej bazovej funkcie. '
Cim je bazovych funkcii viac, tym je aproximacia E.
signalu lepsia. 18
n

Ortogonalna baza (Harmonické funkcie sin(t)) . Popiite tento signal!
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Ortogonalita signalov

* Majme pravouhly periodicky signal.
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Ortogonalna baza (Harmonické funkcie sin(t)) . Popiite tento signal!
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Ortogonalita signalov

* Majme pravouhly periodicky signal.

FO = ) a¥(©

1

k 0.5
Y, je k-ta ortogonalna funckia z danej bazy 8
a, je k-ty rozkladovy koeficient, ktory urcuje
U 7 . V4 . Vé . . ‘0-5
velkost amplitudy danej bazovej funkcie.
Cim je bazovych funkcii viac, tym je aproximacia E.
signalu lepsia. 18

T 21
Ortogonalna baza (Harmonické funkcie sin(t))

1, te<O,mt>

f&) = { —1; te(m2n)

* Da sa ukazat, Ze tento signal je mozné rozloZit na sumu
funkcii sin(kt) s vhodnou frekvenciou a amplitudou:

.....

f(t) = Z a, Wi (t) = zk: %Sin(kt) — %Sin(t) + iSin(3t) + %Sin(St)

3
k




Ortogonalita signdlov

FO = ) a¥(©
k

Y, je k-ta ortogonalna funckia z danej bazy

a, je k-ty rozkladovy koeficient, ktory urcuje
velkost amplitudy danej bazovej funkcie.

Cim je bazovych funkcii viac, tym je aproximacia
signalu lepsia.

Ortogonalna baza (Harmonické funkcie sin(t))

4
f(t) = zgsm(kt) =
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Ortogonalita signdlov

dsin@ ,
)= E a P (t) L
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Y, je k-ta ortogonalna funckia z danej bazy 37 1|| f
a, je k-ty rozkladovy koeficient, ktory urcuje o
velkost amplitudy danej bazovej funkcie.
Cim je bazovych funkcii viac, tym je aproximacia 4 sin56 3 s
signalu lepsia. 5m '
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Ako sa k tejto aproximacii dopracovat a ¢o
musi ortogonalna baza splnat?




Ortogonalita signdlov — nocimicnly ortogonalicy

y

* Signal je mozné vyjadrit pomocou stuboru funkcii vtedy, ak spifiaju podmienku ortogonality:

Funkcie su ortogonalne ak plati:

t, 0 prej #k

7l K prej=k

K je konstanta, ak K=1 hovorime, Ze funkcie W; (t)'Wj (t) su ortonormalne!
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Ortogonalita signalov — oot irclng coroxirmecio

Predpokladame, Zze mame set ortogonalnych funkcii W, (t), ¥, (t) ... Py (t)
« Signal bude aproximovany podla nasledovného vztahu:

FO =) W (®)

k
* KedZe funkcie W, pozname, je potrebné urcit koeficienty a,.
* Tieto koeficienty sa musia urcit tak, aby stredna kvadraticka chyba bola minimalna (priemerna hodnota
kvadratického rozdielu medzi skutoénym signalom a jeho aproximaciou)

1 [t
3=t2_t1ft1 [f(t)—zk:akqjk(t ]* dt
~N

stredna kvadraticka chyba I Pévodny — aproximovany signal I Aproximacny signal I




Ortogonalita signalov — oot irclng coroxirmecio

1 t2
© = t, — {4 j;l - 2 akwk(t)]z

k 15
 Uvazujme, ze pravouhly signal chceme 1]
aproximovat iba pomocou jednej bazovej funkcie. 05|
* Potom vztah prepiSeme nasledovne:
1 Zname I 0|
-0.
c = f (t)/lf' (t)]? dt B
tz - tl -1 1te<Omn>

-1.5
| Konstanta I T 21

Stredna kvadraticka chyba je zavisla iba od tohto

\ \ f(t)={ -1 te(m2n)

Ma byt minimalna I koeficientu. Teda € je funkciou a 2 ¢ = f(a)
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Ortogonalita signalov — o iirnclng coroximecio

1 t2
© = t, — {4 j;l - 2 akwk(t)]z

k 15
 Uvazujme, ze pravouhly signal chceme 1]
aproximovat iba pomocou jednej bazovej funkcie. 05!
* Potom vztah prepiSeme nasledovne
1 Zname I 0|
-0.5
£ = j Lf (ﬂ/‘l’ (t)]? dt ?
T t2 _— tl -1 lte<Omn>

\ f(t)={ -1 te(m2n)
-1.5
| Konstanta I TU 21

Stredna kvadraticka chyba je zavisla iba od tohto
koeficientu. Teda € je funkciou a 2 ¢ = f(a)

D4 sa ukazat, Ze minimalne bude pre také a,,, kde derivacia ¢ bude

, d . . C ..
nulova! > d—z = 0 (Pozriet matematiku — prakticky vyznam derivacie!!)




Ortogonalita signalov — o i lng coroximecio
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Stredna kvadraticka chyba je zavisla iba od tohto
koeficientu. Teda € je funkciou a 2 ¢ = f(a)
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D4 sa ukazat, Ze minimalne bude pre také a,,, kde derivacia ¢ bude

, d . . C ..
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Ortogonalita signalov — oo iirmclna coroximecic

* UvaZujme, Ze pravouhly signal chceme aproximovat iba
pomocou jednej bazovej funkcie — sin(t).

f(®) = agpeP1(t) = agpesin(t)

0.2

T/2 T
cas

Potrebujeme zistit amplittidu Qopt

Amplitudu moézeme zistovat
metddou ,,pokus-omyl”
alebo vyuzit nejaku optimalizacnu
metodu.

(zrejme nepraktické)

0.5 1 1.5 2 2.5

Normovana chyba sa so zvacsujucou sa
amplitudou funkcie sin(t) zmensuje az do
momentu, kedy je chyba minimalna. Potom
chyba opat zacina rast.




Ortogonalita signalov

O LIVT) C//// U up TOXIrmacio

UvazZujme, Ze pravouhly signal chceme aproximovat iba
pomocou jednej bazovej funkcie — sin(t).

fttlz f()WY,(t)dt B fttlz f(t)sin(t)dt

Aopt =

fttf w2(H)dt fttlzsinz(t)dt

Potrebujeme zistit amplitidu a,,;

1.5 /f(t) = agpe V1 (t)=agpesin(t)

0.5 \ \
\
- lte<O,n>
f©) = -1 te(m2n)
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Ortogonalita signalov — o i lng coroximecio

* UvaZujme, Ze pravouhly signdl chceme aproximovat iba
pomocou jednej bazovej funkcie — sin(t).

Potrebujeme zistit amplitidu a,,;

fttlz f(OWP,(t)dt fttlz f(@)sin(t)dt 2 0” 1.sin(t)dt 15 /f(t) = @y, W, (£)=agpesin(t)
Aopt — = =5 —
P ) :12 Wi (t)de ) :12 sin?(t)dt sinZ(t)dt "

f: sin(t)dt 2

0.5

= —T . T
fo sin?(t)dt >

4
T

0

-0.5

-1 lte<O,n>

Preto lebo plocha pod f(t)z{ 1 te(n2n)
krivkou od 0 po 2rt je|-1S

rovnakd ako 2 krat plocha n 21

pod krivkou v intervale od 0

po Tt.




Ortogonalita signalov — o i lng coroximecio

* UvaZujme, Ze pravouhly signdl chceme aproximovat iba
pomocou jednej bazovej funkcie — sin(t).

[ f@w®dt  [2 f©Osin®de 2 [FLsin(0de
fttlz Wi (t)dt - fttlz sin2()dt Zf:sinz(t)dt -

Aopt =

B f:Sin(t)dt B
; f:Sinz(t)dt -

3 WolframAlpha

4
o

in sin(t) d't
0

QNAILRALLMGLAG& S o () AN T e
{

POPULAR

Definite integral [ [ Step-by-step solution |

Ak neviem integrovat, pouzijem nejaky program

T
[ sin(ft)dt =2

vo a nevyhovaram sa, Zze neviem!!!

Potrebujeme zistit amplitudu

Qopt =

) = Aopt F1 (t)=aopt5in(t)

‘ lte<O,n>
f(t)={ -1 te(m2n)

T PAL



Ortogonalita signalov — o oiirmclng coroximocio

* UvaZujme, Ze pravouhly signdl chceme aproximovat iba

pomocou jednej bazovej funkcie — sin(t).

[ f@w®dt  [2 f©Osin®de 2 [FLsin(0de

Aopt =

_2[) Lsin(tde 2

4
— T . E
2f0 sin?(t)dt > /4

* Signal mbéZzeme aproximovat nasledovne:

f(®) = appe'ts (t)zaoptSin(t)=

[Fwidr  [Psindt 2 sin?(Ddt

4 sin(t)

Potrebujeme zistit amplitadu

_ 4
Aopt = T
1.5 %E aoptlpl (t)=aopt5in(t)
1
0.5/
0'
-1 lte<O,n>
f@® 2{ -1 te(m2n)
1.5

T 21T



Ortogonalita signalov — o oiirmcing coroximocic

* UvaZujme, Ze pravouhly signdl chceme aproximovat pomocou prvych troch bazovych funkcii: sin(t), sin(2t)
a sin(3t).

e Musime teda najst a4, a,, as.

* aq uzpozname n/4

* Pre a,bude platit

I Niektoré bazové funkcie v signéli nemusia byt vébec I

B ffff ORAOLS ffff O)sin(2t)dt 2 J, L.sin(2t)dt - J, sin(20)dt

fttlz Wz (t)dt - f;lz sin2(2)dt Zf(;TSinZ(Zt)dt N fonsinz(Zt)dt - % -

a, =

* Pre a; mozeme pisat

fttlz f@®)Ys()dt ftizf(t)sin(Bt)dt 2 fon 1.sin(3t)dt fon sin(3t)dt
a, = = = —

ftt: w2()dt fttlz sin?(3t)dt 2 [ sin?(3t)dt [ sin?(3t)dt

* Signdl mdézeme aproximovat radom:




Y
-

iproximacia

Ortogonalita signdlov — coiimcln

* Signal moéZzeme aproximovat radom:

-1.5

Tt 21T

* Da sa ukazat, Ze pre dany signal budu funkcie s parnym k rovné nule (k=2,4,6...)

, . Ly . 4
* a pre funkcie s neparnym k bude aproximacny koeficient a; = o



Ortogonalita signalov — o iirclno

aproximacia

« Cim viac bazovych funkcii, tym lepsia bude aproximacia.

* D3 sa ukazat, Ze pre dany signal budu funkcie s parnym k rovné nule (k=2,4,6...)

: . Ly . 4
* a pre funkcie s neparnym k bude aproximacny koeficient a; = o

e Pokial nebude pouzitych nekonecne vela harmonickych funkcii (Co v podstate nie je mozné), aproximacia

nebude s nulovou
dochadza ku Gibbgovmu javu.

oo

@)= z a, W () = agWo(t) + a; W1 (t) + a, W, (¢) + -

Tento rad nazyvame zovSeobecneny Fourierov rad. ZovSeobecneny
preto lebo tento zapis cez funkcie ¥, uvazuje lubovolné ortogonalne
systémy. Rad je konvergentny a pozostava z nekonecného poctu
funkcii a ich prislusnych koeficientov.

1.2

1.0 1

0.6

0.4

0.2 1

0.0 A

-0.2

ybou. Pri aproximacii pomocou harmonickych signalov v miestach nespojitosti

-2.0 -15 -10 =05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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Ortogon alita s igndlov — Systemy ortogonalnycn Jfunikcil

e Existuje mnoho systémov ortogonalnych funkcii.

* Medzi najznamejsie funkcie patria Haarové, Walshové, Rademacherové, Waveletové ...

e Systémy mozu byt uplné (uzavreté) alebo neuplné.

« Uplny systém je taky, ktory spifia podmienku, Ze neexistuje taka funkcia u(t), pre ktoru plati nasledovné:

ty
j u(t) W, (t)dt =0
t

1

Iwa|sh I Rademacher | Haar I

N BE
0 + -
| ' L
T T T T T T T 48
1 : Pil.x) §§
0 W(0.t) . BE
-1} 4 0 - X 44
1 -1 r _8-9| ‘
| g
D_ Wi1,t) l“ lP(_.\I N [ 1 F] 3 1
¥ f4
0 Wiz,1t) -1 e — B
A Piix) e 0 1 2 3 + B 5 7
y ‘
f ' —— !
D ey : ‘r "% 1 S
i -1 34
Y]
. ‘P' i.x) 3 4 5 3 7
“ ' . I
] 0 3 - X 33% |
i .l -8 0 1 z
0 W(51) S TERY i
, | || E—
. ‘St g \
0 W(6t) -1 o8 - :
|  §-3060) e ! \
0 W(7.t) 8 - 35% ,7
(I) ], ' §§ 5 -] T
' A B
0 05 1 2 3
t 4 WI(7.x) _g% |
: e O | | T |
0 4 - 08
1 T T 1 1 + 7




Ortogonalita signalov — “ ==y ortooondlnveh funicl

Haarové ortogonalne funkcie

* Haarove funkcie har(k,k’,t) tvoria upliny
systém ortogonalnych funkcii, pricom ich
hodnoty mézu byt celistvé mocniny v2

napr.:

0,+1,+V2,+2...

har(0,0,t) 1
0

-1 t

har(LLt) 2

har(1,t) 2

0
_ht

0

21

1>t

Prvych 6 Haarovych funkcii

har(0,,t) 1
0

—14

har(1,2,t) /21
0

_ 1

har(2,2,t)2 }

0

921

0 1/4 172 3/4 g

Funkcie boli navrhnuté Alfrédom Haarom v roku 1909.
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Ort oqgon alita si g nalov — °© ystemy ortogonalnycn funkcii

Haarové ortogonalne funkcie Prvych 6 Haarovych funkcii
. V4 . V4 4 ] 00 l 1 I 1 I I 1 I I 1 O,i,t l 1 1 ] I
* Haarove funkcie har(k,k’,t) tvoria tplny a0 ’t)o I ar )0 e
systém ortogonalnych funkcii, pri¢om ich -7 -y ——
hodnoty mézu byt celistvé mocniny v2 Stlacenie na polovicnu dlzku
napr': har(],],t) \5 | I 1181'(1,2,'[)\/5" | |
O;ilyiﬁ;iz O =TT 0 +————++471
_21 |1 =T gl
2 V2 . «,
Posunutie jednu dizku

» Kazda nasledujuca Haarova funkcia

. , har(2Lt) 2 har(2,2,t)2 t
pocnuc har(0,1,t) sa ziskava pomocou @1y : @21) :
operacie stlaéenia (zmeny mierky) a L I I S A U |
vhodného posunutia predchadzajuce;j -2t U -21 '

funkcie.
0 /4 12 3/4 1>t 0 /4 12 3/4 1>t



Ort oqgon alita si g nalov — ° ystemy ortogonalnycn funkcii

Walshové ortogonalne funkcie Prvé 4 Walshové funkcie
1
* Walshove funkcie (WF) wal(k, t) predstavuju Wal“‘(o’t)_o
uplny systém ortonormalnych funkcii na wal,(1,t)
polootvorenom intervale te < —0.5,0.5),
pricom tento systém je periodicky s wal,(2,t)
periddou 1.
wal,(3,t)

/2 -1/4 0 1/4 12 —>t

 \\yhoda pouzitia WF je v tom, Ze su jednoduché
a nadobudaju len celoCiselne hodnoty, tym umoznuju velmi
rychle vypocty.

# Funkcie boli navrhnuté Josephom L. Walshom v roku 1923.



Ortogonalita signalov — ~v=i=rmy ort

Walshové ortogonalne funkcie Hadamardove Paleyho Walshove

(prirodzené) (dyadické) (sekvencné)

 Walshove funkcie (WF) wal(k, t) predstavuju | Q
uplny systém ortonormadlnych funkcii na
polootvorenom intervale te < —0.5,0.5) , 4[ 4|
pricom tento systém je periodicky s periédou 1.

* Vyhoda pouzitia WF je v tom, Ze su jednoduché _
a nadobudaju len celoCiselne hodnoty, tym - 6 2|
umoznuju velmi rychle vypocty.

 Walshové funkcie je podla poziadaviek ich

aplikacie preusporiadat. Pozndme usporiadanie: 5 5 7| L
* Walshove (sekvencné): wal,(k,t) — —
* Paleyho (dyadické):  wal(k,t) 6 5

* Hadamardove (prirodzené): wal, (k,t) - — |.~




Ortogon alita s igndlov — Systemy ortogonalnycn Jfunikcil

F 7

Rademacherové ortogonalne funkcie

 Rademacherové funkcie (RF) rad(k, t) predstavuju
neuplny systém  ortonormadlnych funkcii na
polootvorenom intervale te < 0,1), pricom tento
systém je periodicky s peridédou 1.

Prvé 4 Rademacherové funkcie

Funkcie boli navrhnuté Hansom Rademacherom v roku 1922.
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Rademacherové ortogonalne funkcie Prvé 4 Rademacherové funkcie

 Rademacherové funkcie (RF) rad(k, t) predstavuju 4
neuplny systém ortonormdlnych funkcii na ‘ F
polootvorenom intervale te < 0,1), pricom tento

systém je periodicky s peridédou 1. s rad(1, t) .
|_.| . * »-
* Kazda dalsia funkcia pocnuc rad(1,t) je generovana tak, . 1 I—
ze sa jednotlivé casti predoslej funkcie rozdelia na
polovicu a nahradia sa sekvenciou 1 a -1. A rad(2,t)
14 | 1] "
l 1 . 1 —
4 rad(B, t)
1 -1 -1 -1 -1, "
1 1 1 1
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Ortogon alita si gn alov — Systémy ortogondlnych funkcil

* Priklad: Overice- orto-gon.alltu medzi ber(@1t) 1 har(l1,t) 24—
dvoma Haarovymi funciami har(0,1,t) a 0 ——— 4 0 H+—H4+—
har(1,1,t). - . —21 —
( ) 1/2 1 V2 1/4  1/2
t 0 prej #k
Y ()W (t)dt = Najprv. musime popisat
ty \K prej =k tieto dve funkcie!
tz tZ
W, (t) Wy (t)dt = j har(0,1,t)har(1,1,t)dt =?

tq t1



Ortogonalita signalov — ~v:-i=my ortogondlneh funicl

y . v

* Priklad: Overice. orto.gon.alitu medzi ber(0..) 1 har(LLt) /23—
dvoma Haarovymi funciami har(0,1,t) a Ot 0 H—+—H
har(1,1,t). -1 — ~21 —
(1,1,1) 1/2 1 V2 /4 1/2 1
( 1
2; teE(0,—
t 0 prej#k fl te(01> V2 ( 4>
| _ ; o 11
. ¥ ()W (D)dt PR har(0,1,t) = + 2 har(1,1,0) =4 —V2; t€ (3,5 >
S PTES R -1 teG,1> 1
t, i \ | 0;t e (E, 1>
W, (t) Wy (t)dt = j har(0,1,t)har(1,1,t)dt =?
t1 t1



* Priklad: Overice- orto.gon.alitu medzi ber(0..) 1 har(LLt) /23—
dvoma Haarovymi funciami har(0,1,t) a 0 ——— 4 0 H+—H4+—
har(1,1,t). -1 — ~21 —
(1,1,1) 1/2 1 V2 /4 1/2 1
( 1
2; teE(0,—
t 0 prej#k fl te(01> V2 ( 4>
_ _ ; o 11
. ¥ ()W (D)dt PR har(0,1,t) = 4 2 har(1,1,0) =4 —V2; t€ (3,5 >
- PreS = R —1; te (E’ 1> 1
t, i \ | 0;t e (E, 1>
W, (t) Wy (t)dt = j har(0,1,t)har(1,1,t)dt =?
t1 t1

Teraz mozZeme prepisat integral a
dopisat hranice, v ktorych to ma
zmysel integrovat.



Ortogonalita signélov - Systemy ortogonalnycn junkcii

71 Y
 Priklad: Overice | orto.gon.alitu medzi WAT) R ) har(,L,t) 2 r—
dvoma Haarovymi funciami har(0,1,t) a Ot 0 H—+—H
har(1,1,t). -1 S —V21 —
(1,1,t) 1/2 1 21 1z 1
( 1
t 0 prej +k i 1 ﬁ;te(0'1>
2 1; t€(0,=> 11
L OROde=y | har0an = e har(L1,6) =3 —VZ; t€ G5 >
\_ 2 'L —1; te (E, 1> 1
0;te (=,1
k k ) (2) >
1 1
ty ) 1 4 2
Wi (£) Wy (t)dt = har(0,1,t)har(1,1,t)dt = j har(0,1,t)har(1,1,t)dt = j 1V2 dt + J 1(—V2) dt =
tq t1 0 0 %
% % 1 1 1
=2 [t]; — [t]3 =2 Z—O—E+Z = 0 | S ortogonélne!
4

D4 sa ukdzat, Ze K je nenulové pre druhu podmienku.
Domaca uloha: Overte ortonormalitu!



Dakujem za pozornost!

Three sine waves of different frequencies and amplitudes
T T T T T T

Nabuduce:

e Spektralna analyza signalov

amplitude

* Fourierova transformacia

- i i i i i i

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
time, sec. Blue:f1=1Hz. Red:f2=5Hz. Yellow: f3= 40Hz.
The sum of the three sine waves

amplitude

_2 I I 1 I I I I 1 I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
time, sec.
500 Frequency Spectrum of the above signal separates the three components
T T T T T T T T T
400 T
juk]
: B 300 .
requenc =
/7 q y 2 500 i
i}
100 —
D I 1 I I I I . I
1] o 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Frequency, Hz
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